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1 Diagramma delle pressioni

1.1

Richiami teorici

Legge di Stevino

Nelle ipotesi di fluido

e in quiete

e incomprimibile

pesante

vale la seguente legge di Stevino:

Z+ — = cost

=3

dove Z e la quota geodetica, p/v 'altezza piezometrica e la somma & detta
quota piezometrica.

Applicazioni

Se vale la legge di Stevino, allora:

una superficie orizzontale ¢ anche una superficie isobara (e viceversa);

Si definisce piano dei carichi idrostatici relativo (P.C.I.) per un
determinato fluido + il piano per cui la pressione relativa e nulla p = 0.
In un generico punto, la pressione ¢ data da

p=nh
dove h e 'affondamento del punto rispetto al P.C.L;

Il diagramma delle pressioni segue un andamento lineare, si parla di
distribuzione idrostatica delle pressioni;

Dati due punti A e B dello stesso fluido, tali che A si trova ad una
quota geodetica maggiore di B, allora

PB =DpA + Yhap

dove hyp ¢ la differenza tra le quote dei due punti (e non dipende da
dove si trova l'origine dell’asse 2).



1.2 Esercizi
1.2.1 Esercizio 1

Supponiamo di avere un serbatoio riempito con tre fluidi di peso specifico
differente come mostrato in Fig. [I]

h3 gas Y

e

Figura 1: Esercizio 1.

Dati: pjs (pressione misurata dal manometro metallico nel suo baricentro),
Ygs V1, V2, geometria (hi, ha, h3)

Determinare la pressione relativa ed assoluta nei punti A, B, C e la posi-
zione del piano dei carichi idrostatici per i tre fluidi.

Svolgimento:

Consideriamo il fluido piu in alto, di peso specifico 7,. Applicando la legge
di Stevino tra i punti A e M si ottiene

a4+ P gy M

g g
dove Z4 e Zp; sono le quote geodetiche dei punti A e M, e dipendono da
dove si trova 'origine dell’asse Z, mentre pa e pys sono le pressioni nei due
punti. pys € nota dalla misurazione del manometro metallico (poiché il punto
M e il baricentro del manometro si trovano alla stessa quota geodetica),

esplicitiamo p4 dalla relazione precedente
pa=pm+vg (Zm — Za)

=pmMm + 'thB

indipendentemente da dove si trova l'origine dell’asse Z, la differenza tra le
quote dei due punti & hz ed e nota.

I1 fluido in questo caso ¢ un gas, cio significa che 7, ¢ molto piccola, prati-
camente trascurabile, quindi si ottiene semplicemente

PA=DPMm-



Consideriamo ora il fluido di peso specifico 2. Applicando la legge di Stevino
tra i punti B e A si ottiene:

g+ Bz, P4
72 72

PB =pa+ 72 (24 — ZB)

= pym + Y2he

Infine, per I'ultimo fluido otterremo

pc =pB+mh
= pum + v2h2 + Y1h1.
Le pressioni assolute si calcolano a partire da quelle relative aggiungendo la
pressione atmosferica assoluta p},,:
P = PA+ Phtm
Pp = PB + Patm
Pe = PC + Patm:

Il piano dei carichi idrostatici relativo, per un determinato fluido, ¢ quello
per cui la pressione relativa € nulla. Consideriamo il fluido di peso specifico
v e sia C' un punto giacente sul piano dei carichi idrostatici (relativo) per
tale fluido. Allora pcr = 0, e applicando la legge di Stevino

o =20+

"M

essendo Z¢r la quota geodetica di C’. Se definiamo ho = Zor — Z¢ la distanza
tra il P.C.I. relativo del fluido 7; e il punto C, allora

ni) = BC.
¢ ga!
In pratica ho e laffondamento di C' rispetto al pelo libero ‘virtuale’ del

liquido che stiamo considerando.
Analogamente per il fluido o

R _ PB
b 72
Per il gas v, si ottiene
hff) _ ba
g



ed essendo 7, molto piccolo, il P.C.I. del gas ¢ molto lontano (tende ad
infinito).
Analogamente, per i piani dei carichi idrostatici assoluti si ottiene

hg>*:1;*f
:h8)+%lm

hg>*:1;7§
:hgup?gn

In Fig. Bl sono riportati i diagrammi delle pressioni e i P.C.I., relativi ed
assoluti, nel caso pys > 0; in Fig. Bl nel caso pys < 0.
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Figura 2: Diagramma delle pressioni e piani dei carichi idrostatici per
I’esercizio 1 per pys > 0.



RELATIVO

Figura 3: Diagramma delle pressioni e piani dei carichi idrostatici per
I’esercizio 1 per pys < 0.

Osservazione: 11 P.C.1., per il determinato fluido, passa per il punto di
intersezione della retta del diagramma delle pressioni con I’asse p = 0.



1.2.2 Esercizio 2

Si tracci, lungo le superfici evidenziate per il serbatoio in Fig.[] il diagramma
delle pressioni.

Figura 4: Esercizio 2.

Svolgimento:

Dato un punto che giace su una superficie, la pressione, in quel punto, agi-
sce sempre ortogonalmente alla superficie; il modulo € proporzionale all’af-
fondamento h del punto, rispetto al piano dei carichi idrostatici: p = vh
(indipendentemente dall’inclinazione e dalla forma della superficie). Il verso
e rivolto contro la parete, per pressioni positive, nella direzione opposta per
pressioni negative.

In questo esercizio il piano dei carichi idrostatici relativo ¢ immediatamente
individuato dal pelo libero. Calcoliamo le pressioni nei 4 punti indicati:

e punto A: giace sul pelo libero, per cui
pa=0

e punto B: il suo affondamento, rispetto al P.C.I., & pari a hy, quindi

pB =7
e punto C: ha affondamento hi + ho

pc = y(h1 + h)

e punto D: ha lo stesso affondamento di C

PD = pcC-

Tracciamo il diagramma delle pressioni per le tre superfici:



Superficie DC": la pressione & costante e pari a y(h1 + hg) su tutta la
superficie; inoltre le pressioni sono dirette lungo la verticale e rivolte
verso il basso (spinte unitarie esercitate dal fluido sulla superficie C'D).

Superficie AB: il diagramma delle pressioni cresce linearmente dal
punto A, dove & nullo, al punto B, dove vale vhy; le pressioni sono
dirette lungo 'orizzontale e rivolte verso destra. L’angolo che la retta
del diagramma delle pressioni forma con ’asse delle p = 0 & pari a
arctan-y.

Superficie BC": il diagramma delle pressioni ¢ anche in questo caso
lineare, e vale vhy in B e 7y(h; 4+ ha) in C. Le pressioni sono ortogonali
alla parete BC' con verso diretto verso di essa. Con riferimento alla
Fig. Bl calcoliamo ’angolo §, tra il prolungamento del piano ove giace
BC e la retta del diagramma delle pressioni. Evidentemente

pc = Ltan
dove n h
I — 1'+ 2
sin «v
allora

B = arctan (ysin ) .

Figura 5: Diagramma delle pressioni dell’esercizio 2.



1.2.3 Esercizio 3

Si tracci, lungo le superfici evidenziate per i due serbatoi in Fig. [d il dia-
gramma delle pressioni. Si individui qualitativamente la posizione del piano

dei carichi idrostatici (relativo).

A@n<0
\V4 |A

(W)
N

Figura 6: Esercizio 3.

Svolgimento:
In Fig. [0 sono riportati, qualitativamente, il diagramma delle pressioni e i
P.C.I. relativi per i due serbatoi.

v PCIL |A

o | |

Figura 7: Soluzione esercizio 3.
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1.2.4 Esercizio 4: Manometro semplice

Il manometro semplice misura la pressione nel punto in cui ¢ applicato ed &
rappresentato in Fig. Bl

! [ I

Ym

Figura 8: Manometro semplice.

Dati: v, v, e la geometria (h, A)
Determinare la pressione relativa nel punto A e il piano dei carichi idro-
statici relativi per il fluido di peso specifico .

Svolgimento:

Tracciamo un’isobara (linea orizzontale) in corrispondenza dell’interfaccia
tra i due fluidi (punto B), e chiamiamo B’ la sezione in cui la parte destra
del manometro viene intercettata dall’isobara (Fig. [l). Allora le pressioni
in B e B’ sono uguali: pg = pp'.

Consideriamo il fluido nel manometro (v,,) e applichiamo la legge di Stevino
tra i punti B’ e C:

B/

:Zc-i-pfc

m Tm

ZB/+p

dove Zp e Zc sono le quote geodetiche dei punti B’ e C, e dipendono da
dove si trova l'origine dell’asse Z, mentre pg: e pc sono le pressioni nei due
punti. Allora si ricava

P =pc +vm (Zc — Zpr) .

Essendo il manometro a contatto con ’atmosfera nell’estremo superiore,
pc = 0; inoltre Zo — Zpr = A, per cui

P = TmA.

11



Consideriamo ora il fluido di peso specifico v contenuto nel serbatoio; appli-
cando per la legge di Stevino tra i punti A e B si ottiene:
Za+ pa _ B + P5
gl gl
per cui
pa=pB+7(ZB — Za)

= YmA +y(=h)
= YmA — vh.
PCLY
PC.LY C
h
| — B A
Y Ih
Bl & ____ B\ b .
ym

Figura 9: Diagramma delle pressioni e piani dei carichi idrostatici per i due
fluidi v e Y.

Calcoliamo le posizioni dei piani dei carichi idrostatici relativi per i due
fluidi. Siano hg) e hgm) gli affondamenti della superficie di interfaccia tra
i due fluidi (punto B) rispetto al P.C.I. del fluido v e quello del fluido 7y,
rispettivamente; allora

(y) _PB
h — =
By
hgm = %
= A.

12



Infine, la distanza tra i piani dei carichi idrostatici dei due fluidi, J, risulta
_ 1 (ym)
0=hg’ —hy
8
In Fig. @ sono riportati i diagrammi delle pressioni per i due fluidi e i
rispettivi piani dei carichi idrostatici relativi.

13



1.2.5 Esercizio 5: Manometro differenziale

Il manometro differenziale misura la differenza di pressione tra i due punti
in cui ¢ applicato (Fig. [I0).

Figura 10: Manometro differenziale.

Dati: 1, 72, 7m ¢ la geometria (A, hp)
Determinare la distanza ¢ tra i piani dei carichi idrostatici relativi dei
fluidi 1 e 72 e il diagramma delle pressioni per i due fluidi.

Svolgimento:

Sia heo la distanza tra il P.C.1. del fluido v, dalla superficie di interfaccia tra
Y1 € Ym; allora he € Paffondamento del punto C' rispetto al P.C.I. del fluido
~1 (cosi come hp & affondamento del punto D rispetto al P.C.I. del fluido
V2).
Supponiamo che il P.C.I. di 7 si trovi sopra al P.C.I. di vo (Fig. [[]); allora
risulta

hc =A+h D+ 1)

Tracciamo l'isobara in corrispondenza dell’interfaccia tra il fluido v e il
fluido v, (punti C e C"), allora pc = per. Applichiamo il teorema di Stevino

e tra C e il P.C.I. per ~;:
pc = mhe

e traC' e D:
pc’ = Pp + YmA

14



e tra D e il P.C.I. per vs:
pp = 12hp.

Mettendo insieme le tre relazioni si ottiene
yihe = v2hp + ymA
da cui si ricava he. Infine
0=hc—hp—A

(72 - %)hD + (%n - VI)A.
il il

In Fig. [l sono riportate la posizione del P.C.I. per v1 e il diagramma delle
pressioni per i due fluidi.

arctan Y.
1

Figura 11: Diagramma delle pressioni e piani dei carichi idrostatici (6 > 0).

Si osservi che, in questo esercizio si € ipotizzato 1 > v2 (ovviamente 7, >
v1); pertanto la pendenza del diagramma delle pressioni per il fluido v, €
maggiore di quella del fluido v2. § puo essere positivo o negativo, infatti

s m=—m) —’YQ)hD
ga! gs!

La Fig. [ rappresenta il caso di ¢ positivo, in Fig.[I2lsi riporta il caso § < 0.

15



Figura 12: Diagramma delle pressioni e piani dei carichi idrostatici (§ < 0).

16



1.2.6 Esercizio 6: Manometro rovescio

In questo strumento (Fig. [J), il liquido contenuto nel manometro ha un
peso specifico inferiore a quello contenuto nei due serbatoi: v, < 7.

Figura 13: Manometro rovescio.

Dati: v, v, A
Determinare la distanza ¢ tra i piani dei carichi idrostatici relativi dei due
fluidi.

Svolgimento:

Sia h¢ affondamento del punto C rispetto al P.C.I. del fluido ~ del serbatoio
di sinistra e hp quello di D rispetto al P.C.I. del fluido del serbatoio di destra.
In questo caso e possibile stabilire a priori che il P.C.I. di destra si trovera
pill in basso di quello di sinistra, poiché i due serbatoi contengono lo stesso
liquido ed essendo 7, < v (Fig.[I4). Pertanto risulta

hc+A=6+hp

Tracciamo l'isobara in corrispondenza dell’interfaccia tra il fluido v del ser-
batoio di sinistra e il fluido ~,, (punti C' e C”), allora pc = pcr. Applichiamo
il teorema di Stevino

e tra C e il P.C.I. per il serbatoio di sinistra:
pc = vhe

e tra C' e D:
PD = pcr + YmA

e tra D e il P.C.I. per il serbatoio di destra:

pp = Yhp.

17



Mettendo insieme le tre relazioni si ottiene
vhp = vhe + YmA

per cui

he = hp — 1A
Y

quindi
d=hc+A—hp
=hp —vymA+A—hp

gl

In Fig.[I4]sono riportate le posizione del P.C.I. e il diagramma delle pressioni
per i due serbatoi.

Figura 14: Diagramma delle pressioni e piani dei carichi idrostatici.
Nota: esiste una terza tipologia di manometri, il manometro metal-

lico. Questo misura la pressione nel suo baricentro (e non nel punto di
applicazione!).

18



1.2.7 Esercizio 7

Si consideri il serbatoio in Fig.[15 al quale sono stati applicati due manometri
semplici.

Figura 15: Esercizio 4.

Dati: v, v, geometria (A1, Ag)
Determinare y tale per cui il sistema ¢ in equilibrio. Disegnare inoltre
I’andamento delle pressioni nel serbatoio.

Svolgimento:

In condizioni di equilibrio, la pressione esercitata sulla superficie di interfac-
cia dal gas ¢ pari a quella esercitata dal liquido:

PA,gas = PA,I-

Consideriamo il gas:
PAgas = PC = ’YmAQ

essendo la pressione del gas circa costante.
Consideriamo la pressione esercitata dal liquido:

DAl =DPB — VY
PB = PR = YmA1

per cui
pAL = TmA1 — 7Y

19



Sfruttando la condizione di equilibrio si ottiene
y= /YTm(Al — Ag).

Il diagramma delle pressioni nel serbatoio € riportato in Fig.

Pe= Vm A,

arctan 'Y

Figura 16: Diagramma delle pressioni per 1’esercizio 4.

20



1.2.8 Esercizio 8

Si consideri il serbatoio Fig. [I7 al quale sono stati applicati un manometro
semplice e un manometro metallico.

gas

Figura 17: Esercizio 5.

Dati: v, vm, A, h1, ho
Determinare la lettura del manometro metallico n.

Svolgimento:
n =pp +v(h1 — ha)
PB = PC — YmA
pc =pcr =0
allora

n =~(h1 — ha) — ymA.

Il punto B si trova in depressione, il segno di n dipende invece dal fatto che
v(h1 — hg) sia pit grande o piu piccolo di v, A; nel grafico di Fig. I8 n &
stata ipotizzata positiva.

21



gas

Figura 18: Diagramma delle pressioni per 1’esercizio 5.
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1.2.9 Esercizio 9

Si consideri il serbatoio in pressione di Fig. contenente due liquidi di
densita diversa. Al serbatoio & stato applicato un manometro semplice.

Figura 19: Esercizio 6.

Dati: Y15 V25 Ym A7 h17 h27 h3
Determinare le pressioni in sommita e sul fondo del serbatoio, rispettiva-
mente py € pp.

Svolgimento:
PA = YmA — y1h2 — 2h3
PB = YmA + 71h1.
A Pa
S
1,
e
B -

Figura 20: Diagramma delle pressioni per ’esercizio 6.
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1.2.10 Esercizio 10

Si considerino i due serbatoi a pelo libero collegati da un manometro diffe-
renziale di Fig. 211

Figura 21: Esercizio 7.

Dati: v, vm, 9, h1
Determinare A.

Svolgimento:

pc = pp + TmA

pc =v(A+ hy +90)

pp = vh
quindi

YA + vhi + 73 = vhy + v A
da cui
A=_—T
Tm —

24



2 Spinte su superfici piane

2.1 Richiami teorici

Si consideri la superficie di area A che giace su un piano inclinato di un
angolo « rispetto al piano dei carichi idrostatici P.C.I. (orizzontale) come
rappresentato in Fig. La retta di intersezione tra il P.C.I. e il piano
contenente la superficie ¢ detta retta di sponda. Fissiamo un sistema di
riferimento in cui 'asse Y coincide con la retta di sponda e I'asse X giace
sul piano contenente A ed & ortogonale a Y.

Figura 22: Spinta su superficie piana generica.
La spinta esercitata dalla superficie sul fluido ¢ pari a
ﬁp = / pndA
A
dove A & 'area della superficie, p € la pressione e n € la normale alla parete

entrante nel volume di fluido.
Nel caso di superfici piane, n € costante, per cui

o, - (/ApdA> .

/ pdA = pcA
A

essendo pg la pressione nel baricentro G della superficie. Allora

Inoltre,

II, = pcAn.

25



Si osservi che la spinta S, esercitata dal fluido sulla superficie, ¢ uguale ed
opposta alla spinta II,, esercitata dalla superficie sul fluido:

S = —II, = —pgAn.

La retta di applicazione di S ¢ ortogonale alla superficie, e il punto di in-
tersezione tra tale retta e il piano contenente A ¢ detto centro di spinta
CS. Sia ¢ la coordinata X di C'S (distanza del centro di spinta dalla retta
di sponda) e 7 la coordinata Y. Dall’equilibrio dei momenti si ricava che

I
&= M
_ Imy
M
dove:
M= | XdA=XcA
A
I= [ X2%dA
A
Iy = / XYdA
A

sono rispettivamente il momento statico, il momento di inerzia e il momento
centrifugo della superficie A rispetto alla retta di sponda (asse Y'), mentre
X¢ ¢ la coordinata lungo Passe X del baricentro ([I] = [L]*; [M] = [L]*).
Per il teorema degli assi paralleli di Huygens-Steiner si ha

§=¢q+ Xg
dove I
_ G
€G—M
e

Ig = / (X — Xg)*dA
A

¢ il momento di inerzia della superficie A rispetto all’asse parallelo all’asse
Y passante per il baricentro G. Ig non dipende dalla posizione del P.C.I.
perché ¢ riferito al baricentro: dipende solo dalla forma della superficie; ¢ ¢
la distanza, sull’asse Y, tra il baricentro G e il centro di spinta C'S (Fig. 22]).
Si noti che il centro di spinta C'S e sempre piu distante del baricentro dalla
retta di sponda.
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2.2 Esercizi
2.2.1 Esercizio 1

Consideriamo la Fig. 23 e calcoliamo la spinta S esercitata dal fluido 7 sulla
parete verticale piana ABB'A’.

L .
/J 5
o | B
N :
Yoo
" |
S A
, L A
Vt » b N
V4
X

Figura 23: Esercizio 1.

e Direzione: la spinta e ortogonale alla parete, quindi e diretta oriz-
zontalmente (S, = 0): S = S, i;

e Verso: essendo le pressioni positive, la spinta sara rivolta contro la
parete (per pressione positiva), quindi nel verso delle z positive:

s, =8

)

e Modulo: B
S| =pcA

la superficie ABB’A’ ¢ un rettangolo, per cui A = Lh; inoltre il
baricentro si trova a meta altezza, per cui

h
pa =175
Allora 1
S| = —yh’L
} ‘ 2’7 ’
— 1
S = §fyh2L1

27



e Retta di applicazione: In questo caso la retta di sponda e ortogonale
al piano zy, in Fig. 25l e rappresentata dal punto B; inoltre ’asse X ha
stessa direzione e verso opposto all’asse y. Calcoliamo le coordinate
del centro di spinta C'S. Sia £ la distanza di C'S dalla retta di sponda
(punto B) lungo 'asse y, allora

§=Xc+éc
h
doveXG:§e
Ig
fG:M
_ e
 XgA

Il valore di I si trova tabulato per diverse figure geometriche. Per un
generico rettangolo di base B ed altezza H, come riportato in Fig. 4]

si trova
I_BH3
¢~ 9

Figura 24: Momento di inerzia di un rettangolo rispetto ad un asse
baricentrico.

Per la superficie ABB’A’, la base del rettangolo, rispetto ad una retta
parallela alla retta di sponda, € B = L e l'altezza H = h, per cui

Lh3
12 h
Sa=""—=+
h
2 Lh 6
2
e quindi
h h 2
=S4 =Zh
¢ 2+6 3

Si poteva procedere anche in un altro modo. Infatti, sappiamo che la
retta di applicazione passa per il baricentro del solido delle pressioni. 11
solido delle pressioni € un prisma a base triangolare e il suo baricentro
dista %h dal vertice B; quindi, semplicemente, £ = %h.

28



wn|
n\
%
I
—
ST
(A

A

Figura 25: Diagramma delle pressioni e spinta S.
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2.2.2 Esercizio 2

Determinare la spinta S agente sulla superficie ABB’A’ di Fig. 28], dati hy,
ha, L, v1, 72. Calcolare inoltre il centro di spinta.

/\
A
7 A
N |
h, Y, /,/:r ****************** c
o
h, |
’Y I
y 2 T )
H B
X /777 e B

Figura 26: Esercizio 2.

Svolgimento:

Scomponiamo 'effetto dovuto ai due fluidi. Sia S; la spinta esercitata dal
fluido 7; sulla superficie ACC’A’ e Sy la spinta esercitata dal fluido o sulla
superficie BCC'B’. Allora
S=85;+8S,.
e Direzione: la spinta € ortogonale alla parete, quindi e diretta oriz-
zontalmente (S, = S1, = Sz, =0): S = Si;

e Verso: essendo le pressioni positive, la spinta sara rivolta contro la
parete, quindi nel verso delle x positive: S, = ‘S‘;

e Modulo: ’g‘ = ’§1’ + }gg‘.

S1] = paiAr
|S2| = pa2A2
dove
Ay =hL area della superficie ACC' A’
h
pPe1 = m?l pressione baricentro G di A;
Ay =holL area della superficie BOCC'B’

h
pa2 = hi + 72?2 pressione baricentro Go di As

30



per cui )
1] = 5’71h%L

|Ss| = (71/11 + ’Yzh22> haL
IS| = [S1| +[S2] -

e Retta di applicazione: consideriamo la Fig. Il momento eserci-
tato dalla spinta S, rispetto ad un qualsiasi polo, deve essere pari alla
somma dei momenti di Sy e S rispetto allo stesso polo. Scegliamo per
esempio il punto A, rispetto al quale calcolare i momenti; siano b, b;
e by le distanze di S, S; e Sy dal punto A; allora

‘g‘ b= ‘gl‘ by + |§2} bo.

Figura 27: Spinte e diagramma delle pressioni per l’esercizio 2.

Calcoliamo b; come la distanza del baricentro del solido delle pressio-
ni agenti sulla superficie ACC’A’ dal punto A. Essendo il solido un
prisma a base triangolare, si ha che

2
by = =hy.
1=3h
Analogamente by ¢ pari alla distanza del baricentro del solido delle
pressioni agenti sulla superficie BCC'B’ dal punto A. Il solido delle
pressioni € un prisma a base trapezoidale: vediamo come calcolarne il
baricentro. Facciamo riferimento alla Fig.

Allora
by =hy +h*
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Al__
h1
______________ C - R —_— - —_— -
R *
_ Tl he p, [P
h, S, oY i
Gr | |
! Lo
yZhZ 'Y1h1

Figura 28: Baricentro del solido delle pressioni agenti sulla superficie
BCC'B'.

dove h* & la distanza dal punto C' del baricentro del trapezio. Per
stimare h* basta dividere il trapezio nella somma di un rettangolo e
di un triangolo e applicare la seguente formula:

. hrAR + hpAr
Ar+ Ar

dove:

Apg e I'area del rettangolo:
AR =mhi - ha
A7 e larea del triangolo:

1
Ar = 572h2 - ha

hr ¢ la distanza da C' del baricentro del rettangolo:

h
hp =

hr ¢ la distanza da C' del baricentro del triangolo:

2
hT - §h2
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Risulta pertanto

%71h1h2 + %’Yzh%
Yih1 + 372he

by = h1 +

Infine _ _
b {Sl| b1 + ‘SQ‘ bo

S5

Osservazione: in questo esercizio si e scelto di calcolare i centri di spinta
delle due spinte S; e Sy passando attraverso il baricentro del solido delle
pressioni. In modo equivalente, si sarebbe potuto far riferimento alla retta
di sponda e calcolare le posizioni dei centri di spinta tramite la £ = Xqg+&¢.
In questo caso si sarebbero dovute determinare le posizioni dei piani dei
carichi idrostatici relativi per i due fluidi (e quindi delle rette di sponda).
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2.2.3 Esercizio 3

Determinare la spinta S agente sulla superficie AB di Fig. 29, noti: hy, ho,
hs, a, v, L (profondita del serbatoio) e la pressione misurata dal manometro
metallico, n < 0. Calcolare inoltre la posizione del centro di spinta.

n
E
-
hy gas 5
/
h2
A
/-
Wl
/] A&

B

Figura 29: Esercizio 3.

Svolgimento:

Tracciamo il diagramma delle pressioni sulla parete AB, supponendo che sia
interamente in depressione (Fig. B0):

pa=n+vhe
pB =1+ y(ha + h3).

gas

Figura 30: Diagramma delle pressioni e P.C.I. per ’esercizio 3.

34



Essendo in depressione, il fluido genera un diagramma delle pressioni ‘nega-
tivo’, con verso entrante nel serbatoio rispetto alla parete.

Calcoliamo la spinta S sulla parete AB. S ¢ diretta ortogonalmente ad AB
entrante nel volume di fluido. Il modulo & dato da

S| = [pc|A
dove
A =AB-L area della superficie AB
- h
AB = >
sin
h
pa =n+7y (hg + 23> pressione nel baricentro G di A (& negativa)
per cui
_ h hsL
8= |+ (ma+ 7 )| 225
2 sin o

Infine, determiniamo la posizione del centro di spinta C'S di S. Conosciamo
dove si trova il piano dei carichi idrostatici e, quindi, la retta di sponda.
Sia & la distanza del centro di spinta dalla retta di sponda lungo la retta
passante per i punti A e B (Fig.BIl), e X¢ la distanza del baricentro G della
superficie dalla retta di sponda.

Figura 31: Posizione del centro di spinta per l’esercizio 3.

Allora
§=Xe+&a
dove &g ¢ la distanza tra C'S e G lungo la retta passante per A e B
I el
M T XA
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e, essendo la parete un rettangolo di lati L e AB, si trova che

_LAB?’_L<h3 )3

T, S
¢ 12 12 \sina

Resta da determinare solo Xg. Dalla geometria, risulta

ha

sin av

Xg =

dove hg e 'affondamento del punto G rispetto al piano dei carichi idrostatici
(ovvero la distanza, sull’asse verticale, tra G e il P.C.I.). Allora

he = 2¢l
g
(§]
Xag = ‘p.G‘ :
~vsin«
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2.2.4 Esercizio 4

Determinare la spinta S agente sulla superficie AB di Fig. noti hi, ha,
hs, v, L (profondita del serbatoio). Calcolare inoltre la posizione della retta
di applicazione.

K- 3 E
hy
¢ - D v
h,
. A
hs
Y B Y
V_

Figura 32: Esercizio 4.

Svolgimento:

Il fluido nei due serbatoi esercita pressioni diverse sulle due facce della pa-
rete AB. Tracciamo il diagramma delle pressioni (Fig. B3]).

PCl.sx E

y D v P.C.l. dx
* SX A dx
X pA pA
X B dx
pB pB

Figura 33: Diagramma delle pressioni per 1’esercizio 4.

La spinta S su AB ¢ data dalla risultante delle spinte esercitate dai fluidi
nei due serbatoi, S™ e §dx:

§ — §SX + gdx
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Proiettando lungo i due assi x e y si ottiene
_ Qosx dx
Sy =9+ 5,
Sy =855 +57=0

essendo la parete verticale (e, quindi, la spinta orizzontale).
Calcoliamo le due componenti:

S =18
d d
S = _pdx 4

il segno meno nella seconda componente indica il fatto che e rivolta nel verso

delle z negative.
A=hs-L

h
Pe —’y(h1+h2+23>
h
P& =1 (h2 + 23)

Sx = vhlth

per cui

ed essendo positiva, S e rivolta nel verso delle z positive.

Si osservi che avremmo potuto determinare S, anche a partire dal diagram-
ma delle pressioni risultanti. Infatti, sottraendo al diagramma di sinistra
quello di destra si ottiene, sulla superficie AB, un diagramma rettangolare
e pari a vhy.
Quindi
Sx = pgA = ’yhlth.

Per determinare la posizione del centro di spinta consideriamo i due trapezi
delle pressioni agenti su AB. Il momento della spinta S rispetto ad un punto
qualsiasi, deve essere uguale alla risultante dei momenti di S™ e g rispetto
allo stesso punto. Consideriamo il punto A e siano b, b, b le distanze dal
punto A rispettivamente del centro di spinta, del baricentro del trapezio di
sinistra e del baricentro del trapezio di destra (come illustrato in Fig. B4]).

Allora,
B psx |S;X’ o bdx }ng}

b
S
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Figura 34: Posizione del centro di spinta l’esercizio 4.

Calcoliamo b** e b9 scomponendo i trapezi nella somma di un rettangolo
ed un triangolo come visto nell’esercizio 2:

hs 1 52
y (hl + hg) h3? + Q’yhgghg

bSX:
1
v (h1 + h2) hs + 5’7}1%
hi+h +gh
_h3 1 2 33
T2 h
(h1+h2+3>
2
hy 1,2
i _ vhohs o + Svh3zhs
1
Yhahs + 57h3
2
h —h
_h3<2+33>
=27
<h2+23>
per cui
(h +h +2h h—|—2h
hg \\ 12T g h hg \' 237 h
?3 - fy(h1+h2+23)h3L—23h7<h2+23>h3L
h1+h2+i hg—l—f3
b= 2 2

’yh1h3L

h 2 2
:3(h1+h2+3h3—h2—3h3>
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Infatti, poiché il diagramma delle pressioni risultante sottraendo quello di

destra a quello di sinistra € un rettangolo, il centro di spinta dista dal punto
: h3
A proprio b = 5
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2.2.5 Esercizio 5

Determinare il peso specifico 5 del fluido nel serbatoio di destra affinché la
paratoia AB di Fig. B3 non ruoti attorno alla cerniera in C'. Si considerino
noti h, v1, a, L (larghezza del serbatoio in direzione perpendicolare al foglio).

N : B /
h
C
é__ AV4
h
- Y1 A o y2

Figura 35: Esercizio 5.

Svolgimento:

Sia S; la spinta esercitata dal fluido 7; e Sy quella esercitata da 9. Defi-
niamo inoltre by e by le distanze, lungo la retta passante per i punti A e B,
dei centri di spinta di S; e S dal punto C' (Fig. [36).

Imponiamo ’equilibrio alla rotazione della paratoia rispetto al punto C:

‘gl‘ b1 — |§2} b2 = 0;

Figura 36: Centri di spinta per 'esercizio 5.

S1| = Ipaal A;

|S2| = |pa 2| A
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Calcoliamo i moduli delle spinte. La spinta S; agisce sulla parete AB,
mentre la spinta So solo sulla porzione AC":

Ay =AB-L=2

L area della superficie AB

sin «
paa =mh pressione baricentro G di Ay
Ay =AC-L=-——L area della superficie AC
sin
h
PGg2 = ’725 pressione baricentro Gg di As.

Sia Py il centro di spinta di Sy. Il diagramma delle pressioni di v; su AB
¢ triangolare, pertanto il centro di spinta si trova a distanza dal vertice
superiore B pari a

- 2__ 2 2h 4h
BP, = -AB = —— = —
3 3 sin o 3 sin o
allora
4 h h 1 h

by=CP,=BP,-BC=—-— — — =—-—
3sina  sina 3sina
Sia Py il centro di spinta di Sp. Anche il diagramma delle pressioni fatto da
9 su AC' e triangolare, con vertice in C, pertanto

- 2—— 2 h
bQZCP2:§AC:*

3sina’

Per ’equilibrio alla rotazione rispetto a C si ha

1] by — [Sa| by = 0

N3
h> 1 h 1 A2 2 h
MLy = Sy L S =0
sina 3sina 2 “sina 3sina
N3
Y2 = 271.
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2.2.6 Esercizio 6

Si consideri il serbatoio cilindrico di Fig. B7 cui & collegato un manometro
semplice. Nel serbatoio ¢ presente una paratoia a sezione circolare BC' che
separa il fluido di peso specifico v da un gas. Nel baricentro G della paratoia
c’é una cerniera.

Dati v, Ym, @, A, a, D, h, determinare:

e il diagramma delle pressioni agente sulla paratoia BC

e la coppia M che € necessario applicare affinché la paratoia non ruoti
intorno alla cerniera in G.

Figura 37: Esercizio 6.

Svolgimento:

Diagramma delle pressioni:

Consideriamo il fluido v che si trova a sinistra della paratoia e calcoliamo le
pressioni nei punti B e C, esercitate da ~, sfruttando la condizione nota dal
manometro semplice nel punto E (pg = 0):

pA = _’YmA
DD =DPA — V0 = —YmA —ya
pB =pp —YhBDp = —VmA — v (a+ hsina)

pc =pB —vhep = —YmA —v(a+ hsina+ Dcosa) .
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La parte di serbatoio con fluido  si trova pertanto tutta in depressione e il
diagramma delle pressioni su BC' ¢ riportato in Fig.

Il diagramma delle pressioni nella parte di serbatoio contenente gas ¢ uni-
forme, ma non ¢ possibile determinare dai dati il valore della pressione pgas.

Figura 38: Diagramma delle pressioni per 'esercizio 6.

Calcolo di M:

Per determinare la coppia M necessaria affinché la paratoia BC non ruoti
intorno G, si deve imporre ’equilibrio alla rotazione rispetto a G. Dobbiamo
quindi determinare quali sono le forze che possiedono momento rispetto a
questo polo. 11 fluido v esercita una spinta S applicata ad una distanza &g
dal baricentro di BC'. La spinta esercitata dal gas invece ¢ applicata lungo
una retta passante per il baricentro della superficie BC. Quindi La spinta
del gas non possiede momento rispetto a G. Consideriamo la Fig. B9 dove
M = M k.

Sia &g la distanza del centro di spinta C'S di S dal baricentro G. Imponendo
I’equilibrio alla rotazione rispetto a G si ottiene

M. + [S|éa =0.

M, ha segno negativo, dunque agisce in senso orario.
Il modulo della spinta e dato da

S| = [palA

dove A e I’area della paratoia circolare BC, e pg € la pressione nel baricentro
G.

Il braccio di S & proprio la distanza tra il centro di spinta e il baricentro,
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Figura 39: Centro di spinta per I'esercizio 6.

percio
b0 = =2
“7 XoA
dove X e la distanza, lungo ’asse passante per B e C, del baricentro dal
4
piano dei carichi idrostatici, e Ig = o1 e il momento di inerzia baricentrico
per una sezione circolare.
Dalla geometria si ricava che
h
Xg=—2
Cos «

essendo hg la distanza di G dal piano dei carichi idrostatici lungo 1’asse

verticale y. Allora
he = Pl
2

Infine si ricava che .
Mz = - ‘S‘ ‘SG
Ia

— _lpelA
12e] XA

Ig cosa

= —|pc| I
Ig cosa

= —|pcly
Ipc|

= —vylgcosa.

Si noti che la coppia da applicare per mantenere ferma la paratoia ¢ indi-
pendente dalla pressione esercitata dal fluido.
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3 Spinte su superfici curve

3.1 Richiami teorici

Metodo dell’equazione globale

Data la superficie curva A bagnata dal fluido ~, si individua un volume di
controllo W in modo che:

e la superficie A sia parte del contorno del volume W (il resto del
contorno ¢ costituito da superfici piane)

e il volume si considera riempito del fluido

e il fluido nel volume di controllo ha la stessa distribuzione di pressioni
del fluido reale.

Sul volume di controllo W agiscono la forza peso G e le forze di superficie
esercitate dalle pareti sul fluido; tutte le forze devono soddisfare ’equazione
di equilibrio globale:

G+) I, =0
Consideriamo per esempio la Fig. 40l per la quale si vuole calcolare la spinta
S sulla superficie AB. 11 volume di controllo scelto & quello rappresentato a
destra ABC'. Su di esso agiscono, oltre alla forza peso G, IT; sulla superficie

orizzontale C'B, Tl sulla superficie verticale AC' e IIj sulla superficie curva
AB.

Figura 40: Metodo dell’equazione globale.

Allora l'equazione dell’equilibrio globale per il volume di controllo scelto
diventa: S
H0+H1+H2+G:6.

La spinta S esercitata dal fluido sulla parete AB ¢ uguale ed opposta a quella
esercitata dalla parete sul fluido Iy, per cui

gz—ﬁozﬁl —|—ﬁ2—|—é
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e proiettando lungo gli assi x e y si ottiene
Sy =1z + 1o + Ga,
Sy =111y + 1, + G-
A questo punto, G = 11, = Il , = 0 mentre

Iy y = —pg,1 41,
Iy » = pgaAa,
Gy = —W,

dove
A1 = area della superficie piana C'B

pG,1 = pressione nel baricentro G di Ay
Ay = area della superficie piana AC
pG,2 = pressione nel baricentro Go di As

W = volume di controllo.

Una volta note le componenti S; e Sy, il modulo di S si ricava come

S| = /52 + S2.
Se consideriamo S inclinata di un angolo 3 rispetto alla verticale, allora

S,
B = arctan | —

Y

Figura 41: Componenti e direzione della spinta S.
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3.2 Esercizi
3.2.1 Esercizio 1
Determinare la spinta S agente sulla calotta cilindrica di traccia AB (Fig.[d2]),

dati H, r, v, L (profondita in direzione ortogonale al foglio).

A

y Y

X

Figura 42: Esercizio 1.

Svolgimento:

Scegliamo come volume di controllo v quello riportato in Fig. In questo
caso il volume di controllo ¢ fittizio, ovvero nella realta non contiene il fluido
di cui si sta valutando la spinta. Lo si suppone riempito di fluido v per il
quale il piano dei carichi idrostatici ¢ lo stesso che nel serbatoio reale (alla
quota della superficie superiore orizzontale AC). La spinta S cercata ¢ la
spinta esercitata dall’esterno sul volume, per cui:

S =TII,.

I,

A C
T
_ _ | I
Hy G B%

Figura 43: Volume di controllo per ’esercizio 1.

Per I'equazione di equilibrio globale

0.

I, +II, + I, + G
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e proiettando lungo gli assi x e y si ottiene
Sy = —1la 4,
Sy = —II1, — Gy.
Calcoliamo i singoli contributi:
Iy = —pg,1 41

dove A; = rL ¢ I'area della superficie orizzontale AC, e pg,1 = 0 poiché G
si trova sul piano dei carichi idrostatici.

Iy, = —pg2A2

dove Ay = rL & I'area della superficie verticale BC, e la pressione nel suo
r
baricentro ¢ pg 2 = v~. Infine il peso ¢

2
Gy=-—W= —ngQL.
Allora 1
Sy = §’yr2L,
1
Sy = ZWW"QLa

S| = /52 + S2.

La retta di applicazione di S si trova imponendo ’equilibrio dei momenti
rispetto ad un polo qualsiasi. Considerando la Fig. 44 la retta di applica-
zione di S passa per il punto di intersezione delle rette di applicazione di IT
e G e ha inclinazione (rispetto alla verticale)

8= arctang;.
A, C/S
I1,
_____ %

Figura 44: Retta di applicazione della spinta S per Iesercizio 1.
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3.2.2 Esercizio 2

Determinare la spinta S agente sulla calotta cilindrica di traccia AC (Fig. d5]),
dati h, r, v, L (profondita della calotta cilindrica) e l'indicazione n del
manometro metallico.

gas

Figura 45: Esercizio 2.

Svolgimento:

Caso A: n>0

Consideriamo il volume di controllo rappresentato in Fig.

Figura 46: Volume di controllo per ’esercizio 2.
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In questo caso, riempiamo il volume di controllo con i due fluidi presenti nel
serbatoio (volume di controllo reale), con la stessa distribuzione di pressione
della realta. Possiamo utilizzare un unico volume di controllo poiché i due
fluidi sono a contatto tra di loro e c’¢ continuita della distribuzione delle
pressioni.

Per I'equazione di equilibrio globale
I+ I, + I, + G, + G, = 0.
In questo caso S & la spinta esercitata dal volume sulla superficie, per cui
S=-II)=II, + I, + G; + G
e proiettando lungo gli assi x e y, si ottiene
Sg =11 5z +1lp 4,
Sy =G1y+Gay.

Calcoliamo 1 contributi:
Iz = pa,1Ar

¢ la componente orizzontale della spinta esercitata dal gas sulla superficie
AB’, per cui A1 = rL (area della superficie verticale AB’) e pg,1 = n, poiché
consideriamo la pressione costante per un gas.

Il = pg2A2

¢ la componente orizzontale della spinta esercitata dal fluido v sulla superfi-
cie B'C, per cui Ay = rL (area della superficie verticale B'C') e la pressione

r
nel suo baricentro € pg2 =n+ ’yi. Il peso del volume superiore riempito di

gas si puo trascurare e porre

Giy =0
mentre T
Goy = —Wo = —’yZTQL.
Allora,
S, = (2n n ’y%) rL,
1
Sy = —ZWWQL,

=
I

\/S2+S2.
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Infine, determiniamo la posizione della retta di applicazione di S. Conoscia-
mo la sua inclinazione rispetto alla verticale:

|5z |

8 = arctan ——.
Sy ]
Per determinare la retta di applicazione imponiamo ’equilibrio alla rotazione
rispetto ad un punto ‘comodo’. Come polo scegliamo per esempio il punto
P di Fig. [d7 intersezione delle rette di applicazione di Go e II,.

Figura 47: Retta di applicazione della spinta S per I’esercizio 2.

In questo modo infatti Go e IIy non possiedono momento rispetto a P, e
posti a e b i bracci di I e Il rispetto a P, risulta

|ﬁ0|b - ‘ﬁ1’ a=0.

Il braccio a e facilmente calcolabile come distanza tra i centri di spinta di
II; e IL,; infine

b= ‘ﬁj‘a
S|
dato che !ﬁg} = ‘g‘
Caso B: n < 0 e fluido in depressione

Se i fluidi sono in depressione, le spinte IT; e Iy sulle superfici verticali sono
rivolte verso sinistra.

Risulta:
I, =—|n|rL <0,

)

Iy, = —‘n+7%’rL<O,
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Figura 48: Caso n < 0 dell’esercizio 2.

r
dove si e ipotizzato che, oltre a n < 0, anche (n + 75) < 0. Per cui

Sx:—‘2n+vg‘rL<0,

1
Sy = —171"77’2[/,
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3.2.3 Esercizio 3

Determinare il peso specifico v del solido conico di Fig. 49 affinché il sistema
sia in equilibrio. Si considerino noti h, H, D e 7.

Figura 49: Esercizio 3.

Svolgimento:
Affinché il sistema sia in equilibrio meccanico la risultante delle forze agenti
sul cono deve essere nulla. Le forze agenti sono il peso, P, del cono stesso e
la spinta, S, esercitata dal fluido ~ sulla superficie di contatto cono-fluido.
Allora per 'equilibrio

P+S=0.
Sulla porzione di superficie del cono a contatto con I'atmosfera non agisce

nessuna forza essendo ’atmosfera a pressione nulla.
Calcoliamo S con il metodo dell’equazione globale. Consideriamo il volume

di controllo rappresentato in Fig.

I,

_ h
y i,/

b,
X

Figura 50: Volume di controllo per esercizio 3.

II volume & un cono di altezza h, poiché stiamo considerando solo la parte a
contatto con +; inoltre, lo consideriamo riempito di fluido ~ avente il piano
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dei carichi idrostatici alla quota della base del volume.
Per I’equazione di equilibrio globale

I, +II, + G=0.
La spinta S cercata & quella esercitata dall’esterno sul volume, per cui
S-—Ty= M G
e, proiettando lungo gli assi x e y, si ottiene
Sz =0,
Sy = —II1, — Gy.

IT; ; ¢ nulla poiché la superficie superiore del cono si trova alla quota del
piano dei carichi idrostatici (pressione nulla).
G ¢ il peso del fluido nel volume di controllo, per cui:

1 d?
Gy = —'YWC = —’)/g'ﬂ'Zh,

dove d e il diametro della base del volume conico di controllo, che si calcola
come h
d= Dﬁ'
Allora,
g, =L D2 B
v Y
La componente in direzione y del peso del solido conico si calcola come

1 D2
P, = —~n—m—H.
v 3Ty

Per I’equilibrio meccanico in direzione verticale deve, dunque, valere
P,+S,=0
)
1 D? 1 D? p3
—vs—m—H —T—— =0
V3T T3 e
da cui
h3
H3
Si osservi che questo risultato non & altro che il principio di Archimede: un

corpo immerso in un fluido riceve una spinta verticale dal basso verso 'alto,
pari al peso del fluido spostato.

Vs =7
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3.2.4 Esercizio 4

Determinare il peso specifico 7, del solido conico di Fig. 51l affinché il si-
stema sia in equilibrio. Si considerino noti h, H, D, v e l'indicazione n del

manometro metallico.

D n
¥ 1
gas d
Vs hln
Y
Figura 51: Esercizio 4.
Svolgimento:

Analogamente all’esercizio precedente, affinché il solido sia in equilibrio deve
risultare o

P+S=0.
dove P ¢ il peso del solido e S ¢ la spinta esercitata sull’intera superficie di

contorno dai due fluidi.
Consideriamo il volume di controllo di Fig.

ﬁy] h

Figura 52: Volume di controllo per ’esercizio 4.

La parte superiore ¢ riempita di gas a pressione n e quella inferiore di fluido
~. Per 'equazione di equilibrio globale

ﬁ0+§1 +52:6
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e poiché la spinta cercata & quella esercitata dall’esterno sul volume,

S =

o

)= -Gy G

Proiettando,

S, =0,
S, = —Gy— Gay.

G, ¢ il peso della parte di volume riempita di gas, per cui pud essere
trascurato

Giy =0

mentre G ¢ il peso del volume occupato dal fluido « (di altezza h),

1 d?
Gg,y = —")/gﬂ'zh
Allora, anche in questo caso, risulta
1 D? A3
Sy =V5T——5.
3" 4 H?

Si ottiene quindi lo stesso risultato dell’esercizio precedente, per cui la pres-
sione n del gas non influenza il peso specifico s del cono necessario per
I’equilibrio.
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3.2.5 Esercizio 5

Determinare il minimo peso specifico 7, del solido conico di Fig. B3] affinché
il sistema sia in equilibrio. Il cono funge da tappo per il serbatoio in pres-
sione. Si considerino noti h, H, D, v, a e 'indicazione n del manometro
metallico.

Figura 53: Esercizio 5.

Svolgimento:

Affinché il tappo sia in equilibrio deve risultare
P+S+R=0

dove P ¢ il peso del tappo, S ¢ la spinta esercitata dal fluido v sulla porzione
di superficie a contatto con esso, e R ¢ la risultante delle reazioni vincolari
all’incastro tra il cono e il serbatoio. Il peso minimo del cono in condizione
di equilibrio si calcola nell’ipotesi di incipiente movimento, ovvero quando
la reazione vincolare ¢ nulla: R = 0. Per cui,

P+S=0.

Sulla superficie del tappo a contatto con ’atmosfera non agisce nessuna
forza, essendo la pressione nulla.

Consideriamo il volume di controllo di Fig. 54| (di altezza h) per calcolare S.
Sulla base del cono agisce una spinta verticale II; dovuta al fatto che la
pressione su essa non e nulla. Per ’equazione di equilibrio globale

II,+ I, + G =0
e, poiché la spinta cercata e quella esercitata dall’esterno sul volume,

S=II,=-II, - G.
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Figura 54: Volume di controllo per esercizio 5.

Proiettando,
S:v =0,

Sy = —II, — G,.
G ¢ il peso del fluido contenuto nel volume di controllo, per cui

1 d?
mentre
Iy = —pag,141
2
dove A = WZ ¢ Parea della base del volume di controllo e

PG, = n + ya ¢ la pressione nel suo baricentro. Allora
1 d? d?
Sy = fyngh + (n + 7a) T

Considerando ’equilibrio meccanico del tappo in direzione verticale,

P,+ S, =0,
dove )
1 D
Py = —'YSEWTH
Si ottiene, quindi,
1 d? d?
Yom—h+ (n+~ya) T—
o= 3 4 4
° 1 D2H
3" 4
h
dove d = D—.
ove Fi
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3.2.6 Esercizio 6

Determinare la spinta S complessiva esercitata dai due fluidi sulla superficie
di traccia AD di Fig. B5l noti hy, he, hs, r, a, A, v, ¥m € la profondita L
del serbatoio in direzione ortogonale al foglio.

_ A
h, a
L B
h
g C gas
r
Y D
hip IF

Figura 55: Esercizio 6.

Svolgimento:

Prima di tutto calcoliamo la pressione del gas nella parte destra del serbatoio
Pgas = PE
= pr +1mA
=7y (h1+7r+ h2) +vmA.

Per determinare la spinta sulla superficie AD consideriamo i contributi dei
due fluidi separatamente. Sia quindi S5 la spinta esercitata dal gas e S’
quella esercitata dal fluido ; allora, la spinta risultante e

S=S"+9".

Proiettando,
Sy = S8 + S,

S, = S5+ 5.
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Contributo del gas

Il gas agisce su tutta la superficie AD; consideriamo il volume di controllo
di Fig.

Figura 56: Volume di controllo per il calcolo della spinta esercitata dal gas.

I, agisce su tutta la superficie di traccia AD. Per I’equazione di equilibrio
globale

Iy +II; + Iz + G1 = 0,
dato che la spinta cercata ¢ quella esercitata dal volume sulla superficie,

risulta B S
Sgas = —IIy, =1I; + I, + G4.

Proiettando,
S%as == H2,x7

Sy =Ty + Gy
G ¢ il peso del gas nel volume di controllo, che possiamo trascurare;
H2,33 = _pgasA%
Hl,y = pgasAla

dove As ¢ l'area della superficie verticale AD" e Ay quella della superficie
orizzontale DD’. Dalla geometria si ottiene

AQI(T+h2+h3)L,

Ay = (hgtana — 1) L.
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In definitiva,
S%as = —Pgas (7’ + h2 + h3) L7

Sg*° = pgas (hatana —r) L.

Contributo del fluido

11 fluido v agisce sulla superficie di traccia BD. Consideriamo il volume di
controllo di Fig.

Figura 57: Volume di controllo per il calcolo della spinta esercitata dal fluido
~.

ﬁ; agisce su tutta la superficie BD. Per I'equazione di equilibrio globale
ﬁS + 113 + Iy + II5s + G2 = 0.

Dato che la spinta cercata e quella esercitata dal volume sulla superficie,
risulta

§q/: —ﬁz :ﬁg —|—ﬁ4 —|—ﬁ5 —|—é2.

Proiettando,
S;I = H4,xa
S;/ = H37y + H57y + G2vy'

II5, ¢ nulla, essendo la superficie BB’ alla quota del piano dei carichi
idrostatici, e
U3, = pa,3As,

Iy = paaAs,

dove: Ag = (r+b)L & 'area della superficie piana orizzontale DD” (b & una
lunghezza arbitraria); pg s = 7 (r + he) € la pressione nel baricentro di As;
Ay = (r+ ha)L & larea della superficie piana verticale B'D";
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(r + ha)

PG4 = ’YT

Infine G ¢ il peso del fluido ¥ nel volume di controllo, per cui:

¢ la pressione nel baricentro di As.

2
Gay = —v [b(r + ha) + Wl} L.

Quindi,
h
s1=7 ) 6 o),

2

sgzy(r+h2)(r+b)Ly[b(r+h2)+w”L:7{r(r+h2)w’ﬂ L.

Si noti che S, non dipende da b, come & giusto che sia visto che b ¢ una
Y g

quantita arbitraria.

Infine, noti S” e S** si calcola S.
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3.2.7 Esercizio 7

Determinare la spinta S complessiva agente sulla superficie laterale ABC
del cono galleggiante di Fig. E8 noti D, hy, hs, H, A, 7.

~A

Figura 58: Esercizio 7.

Svolgimento:

Calcoliamo la pressione del gas all’interno del cono
Pgas = PE

Per determinare la spinta sulla superficie laterale del cono ABC dobbiamo
considerare separatamente il contributo dei fluidi che si trovano all’interno

del cono, §int, e di quelli all’esterno, S™. La spinta risultante sulla superficie

laterale &
—int

§ — S +§ext

proiettando
int t
Sy = Sy 4+ S5,

_ Qint ext
Sy = 5,7+ 5,
Superficie laterale interna del cono

Prendiamo come volume di controllo il cono stesso, come illustrato in Fig.

II, agisce sulla superficie laterale ABC'. Per I’equazione di equilibrio globale

I+ I + G + G2 =0
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Figura 59: Volume di controllo per la spinta interna nell’es. 7.

la spinta cercata € quella esercitata dal volume sulla superficie, per cui
int

S =-II, =11, + G| + Go.

Proiettando ,
S;:nt — O,

S =TIy + G1y + Gay.

Il peso del gas si puo trascurare, per cui
Gay =0
mentre quello del fluido v volume A’BC’, risulta
Gy =W

dove W7 e il volume conico di altezza hy e diametro d; tale che

h
=D
per cui
1 a2
W1 g’ﬂ'zhl

La spinta sulla base piana AC' del cono e data da

Iy =+ |pca| A

2
con A; = WT area della superficie AC' e pg,1 = Dgas-

Infine, risulta

; D? 1 &
£ 1
S, =vAr 17 "3 h1
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—int . i . i
con S rivolta verso 'alto se S;Jnt > 0, verso il basso se S;Jnt < 0.

Superficie esterna del cono

Come volume di controllo consideriamo la parte di cono a contatto con il
fluido esterno -, come illustrato in Fig. B0, e consideriamola interamente
riempita di fluido ~.

I,
P Q Th
2
I, h,
B
d

Figura 60: Volume di controllo per la spinta esterna nell’es. 7.

ﬁz agisce sulla superficie laterale PBQ del cono di controllo. Per I’equazione
di equilibrio globale

= =

T, + T, + G5 = 0
la spinta cercata e quella esercitata dall’esterno sul volume, per cui

ext

S T — _TL, - G

Proiettando
ngt — O,

t
Sy =~y — Gsy.

La spinta I & nulla poiché la superficie piana si trova alla quota del piano
dei carichi idrostatici.
1l peso del fluido v nel volume di controllo risulta

GB,y = _7W3
dove W3 ¢ il volume conico di altezza (h; + hg) e diametro ds tale che

(h1 + h2)
— pt e
d3 H

per cui,
2

W3 = gﬂz (hl +h2)-
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Risulta
2

1 d
ext 3
Sy = ’7*37( 74 (hl + hg)

Sext .
con S rivolta, dunque, verso I’alto.

La spinta risultante ha componente orizzontale nulla e verticale pari a

Sy = St + 5ot

D? 1 d2 1 d?
= fyA7r—4 — 7§7r—41 hi + ’ygﬂ—f (h1 + h2)
D? (h1 + h2)® — b}
= 7%—4 A+ 372 .
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3.2.8 Esercizio 8

Determinare il modulo della forza F, applicata lungo una retta orizzontale
passante per il punto B (Fig. [61]), affinché il sistema sia in equilibrio e la
paratoia di traccia AB non ruoti attorno alla cerniera in A. Si considerino
noti h, r, v e L (profondita del sistema cilindrico in direzione ortogonale al
foglio) e si trascuri il peso della paratoia.

3 v B F

r
Z A‘J
Figura 61: Esercizio 8.
Svolgimento:

11 fluido + esercita una spinta S sulla paratoia AB, per l’equilibrio occorre
che il momento di F rispetto ad A sia uguale ed opposto al momento di S
rispetto ad A.

Per calcolare la spinta S, consideriamo il volume di controllo rappresentato
in Fig.

h

= G
)T

'\”o
y
A L
+ r
X

Figura 62: Volume di controllo per ’esercizio 8.

Il volume di controllo e riempito del fluido =y, avente piano dei carichi idro-
statici alla quota della superficie superiore del volume.
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Per I'equazione di equilibrio globale
T +II; + I, + G = 0.
La spinta S cercata ¢ quella esercitata dal volume sulla superficie, per cui
S=-II),=II1 +ILL+ G
e, proiettando lungo gli assi x e y, si ottiene
Sy =1l 4,
Sy =11y + Gy.

II; 5 & nulla poiché la superficie superiore del volume di controllo si trova
alla quota del piano dei carichi idrostatici (pressione nulla), mentre

Gy =W,
Iy, = pg2Aa,
dove:
Ay =(h+r)L area della superficie piana AB’
h
PG2 = 7( ;rr) pressione sul baricentro Gy di As
1
W = (hr + 47r7“2) L volume di controllo.
Allora,
Sx = pG,2A27
Sy = —yW.
E conveniente dividere il volume di controllo in due parti: W = Wy +

Wy, dove W7 & associato a BCC'B’ e W5 al quarto di circonferenza ACC’

(Fig. G3)

Wi = hrL,
1
Wo = ZWT2L.

In questo modo anche S, puo essere scomposta nella somma di due contributi
Sy1 = —yWi = —yhrlL,
s
Syg = —’)/WQ = —717“2[/.

Cio e utile per il calcolo dei bracci dei momenti. Infatti, considerando la
Fig. 63l per 'equilibrio alla rotazione rispetto al punto A si ottiene

‘F|h1 - |Sm‘h2 - ’S 1

by — |Syalba =0
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¢l 1 "c
S, lsy,z
hT
y I A
* "o

Figura 63: Equilibrio alla rotazione rispetto al punto A per ’esercizio 8.

dove hq, ha, by e by sono i bracci, rispetto al punto A, rispettivamente di F,

§x7 Sy,l € Sy,2'
F ¢ applicata nel punto B, per cui

h1:h+7".

. 9
Il centro di spinta di S,i si trova a distanza gB’A da B’, per cui

1
h2 = g(h +7')

Le rette di applicazione di Sy,lj e Sygj passano per i baricentri dei rispettivi

volumi Wy e Wa:

In definitiva,

|Sz|h2 + [Sy.1
ha

= b1 + |Sy,2|b2
|F| = .

(h+r)? w2 o3
TR

6 2 3

B L
_vh—l—r
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3.3 Applicazioni in relazione al concetto di tensione superfi-
ciale

3.3.1 Equazione di Laplace

gas

Figura 64: superficie curva di interfaccia tra un liquido e un gas.

Consideriamo un sistema composto da un liquido di peso specifico v ed un
gas a pressione pe, la cui interfaccia ¢ un tratto di superficie cilindrica di
raggio r, ampiezza ¢ e profondita L (Fig. 64]).

Sulla superficie agiscono, perpendicolarmente ad essa, la pressione ester-
na esercitata dal gas p. e la pressione interna esercitata dal liquido, pari a p;
nel punto A. Poiché I'interfaccia tra i due fluidi non ¢ un piano orizzontale,
ma una superficie curva, non ¢’ continuita delle pressioni su di essa, ovvero
liquido e gas esercitano pressioni diverse (solo nel punto H, dove la tangente
alla superficie ¢ orizzontale, la pressione interna & pari a quella esterna).
L’interfaccia ¢ mantenuta curva dalla tensione superficiale o, che agisce
alle sue estremita, tangenzialmente alla superficie stessa.

Sulla superficie curva di interfaccia agiscono tre forze:

e la spinta esercitata dal gas s’
e la spinta esercitata dal liquido S”;
e la risultante dovuta alle tensioni superficiali R.
La superficie ¢ in equilibrio se
s'+S"+R,=0.

Calcoliamo i tre contributi. Poiché non c’¢ continuita delle pressio-
ni all’interfaccia, le spinte esercitate dal gas e dal liquido vanno calcolare
separatamente con due diversi volumi di controllo.
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Figura 65: volumi di controllo per il calcolo della spinta esercitata dal gas
S? (a) e quella esercitata dal liquido S” (b).
Contributo del gas

Consideriamo il volume di controllo di Fig. ﬁg agisce sulla superficie
curva di traccia AB e II; agisce sulla superficie piana di base; la forza peso
del volume di controllo puo essere trascurata trattandosi di un gas. Per
I’equazione di equilibrio globale

ﬁg + ﬁl = 6,
dato che la spinta cercata & quella esercitata dall’esterno sul volume, risulta
ST - T,

II; ¢ una spinta verticale poiché agisce su una superficie orizzontale, di
79 - . . . ..
conseguenza anche IIj e verticale, per cui la relazione si riduce a

Sy = —1liy,
dove
Hl,y = peAa

essendo p. la pressione del gas e A = bL 'area della superficie orizzontale
AB. Dalla geometria si ricava che b = 2rsin (¢/2). In definitiva,

S) = —pe2rsin (¢/2) L.

Contributo del liquido ~

In Fig. ¢ rappresentato il volume di controllo per il calcolo della spinta
esercitata dal liquido 7. Su di esso agiscono: ﬁg sulla superficie curva
di traccia AB, II, sulla superficie piana di base e la forza peso G. Per
I’equazione di equilibrio globale

ﬁg+ﬁ2+§:6.
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In questo caso S & la spinta esercitata dal volume sulla superficie, per cui
S’ =-II) =TI, + G.

Essendo I, e G spinte verticali, anche ﬁg e verticale e ’equilibrio si riduce
a
S; = H27y + Gy,

dove

s,y = piA,
essendo p; la pressione esercitata dal liquido v nel baricentro della superficie
piana orizzontale AB. Infine,

Gy =—W

con W volume del volume di controllo di Fig. [65(b)} La spinta esercitata
dal liquido risulta
Sy = pi2rsin (p/2) L —yW.

Contributo della tensione superficiale

La risultante delle tensioni superficiali deve necessariamente avere anch’es-
sa solo componente verticale. La tensione superficiale o ¢ una forza per
unita di lunghezza che agisce tangenzialmente alla superficie; allora, in dire-

zione verticale, si avra una forza per unita di lunghezza pari a op sin (5 .

Questa agisce lungo i 2 bordi laterali di lunghezza L, per cui la risultante e:
R, = —207sin (g) L

(diretta verso il basso).
Per l'equilibrio nella direzione verticale Sy + Sy + Ry, = 0 si ottiene

—pe2rsin (p/2) L + p;i2rsin (¢/2) L — yW — 207 sin (g) L=0.

Trascurando il peso del volume di controllo rispetto agli altri contributi

(W = 0), si ottiene
or

In generale, su una superficie qualunque, vale I’equazione di Laplace:

1 1
Ap =or ( + >
Ty T2

dove 71 e ro sono i raggi principali di curvatura della superficie.

Nota: Se la superficie di interfaccia tra i due fluidi e orizzontale, la ten-
sione superficiale agisce in direzione orizzontale, e non genera differenze di
pressione tra interno ed esterno. In generale, se non c¢’¢ curvatura, non c’e
discontinuita nelle pressioni.
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3.3.2 Fenomeni di capillarita

Con fenomeni di capillarita si intende la risalita o la discesa di un liquido in
un tubo di piccolo diametro, ad opera della tensione superficiale.

In questo caso, si hanno tre mezzi a contatto: solido, liquido e gas. La
tensione superficiale si stabilisce tra i due fluidi e tra solido e fluido. La
superficie libera curva, all’interno del tubo, viene detta menisco.

La superficie di separazione liquido-gas, quando un liquido viene a con-
tatto con una superficie solida, forma con questa un angolo di contatto (8
che dipende dalla natura dei tre elementi a contatto. Il fenomeno & dovuto
a due tipi di forze di attrazione tra molecole:

e forze di coesione, tra molecole uguali;

e forze di adesione, tra molecole diverse.

B A

d d

Figura 66: risalita e discesa capillare.

Nel caso di acqua all’interno di un tubo di piccolo diametro, sulle mo-
lecole d’acqua prevalgono le forze di adesione esercitate dal solido, rispetto
a quelle di coesione. L’acqua risale sulle pareti del tubo e quindi 'angolo
[ risulta minore di 90°; si forma una superficie di curvatura con centro di
curvatura esterno, detto menisco concavo. Quando 8 < 90° si dice che il
liquido bagna la parete.

Se invece di acqua si utilizza del mercurio, prevalgono le forze di coesione:
B > 90°, il centro di curvatura e interno e si parla di menisco convesso. Ogni
volta che B > 90° si dice che il liquido non bagna la parete. I due esempi
sono illustrati in Fig.

Quantifichiamo la risalita capillare dovuta alla tensione superficiale. Ipo-
tizziamo di avere un tubo di raggio r immerso all’interno di una bacinella di
liquido (peso specifico ). Supponiamo che il liquido bagni la parete e che
il menisco che si forma all’interno del tubo sia una calotta sferica (Fig. [67]).
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Figura 67: risalita capillare e geometria del menisco.

Essendo la superficie curva, la tensione superficiale genera una differen-
za di pressione Ap all’interfaccia tra interno ed esterno della superficie. La
tensione superficiale ¢ tale da far risalire, rispetto al livello esterno, il liquido
nel tubo di un’altezza A. Per ’equazione di Laplace

1 1
Ap =or <+>
L 2

Nel caso di calotta sferica, 71 = ro = r¢; inoltre, se 3 ¢ I’angolo di contatto
r

alla parete, allora dalla geometria si ricava che r. = 5
cos

La differenza di pressione Ap si calcola sempre come differenza tra la
pressione all’interno della calotta e pressione all’esterno della stessa. In que-
sto caso, I'interno della calotta € a contatto con aria a pressione atmosferica,
per cui p; = 0. All’esterno della calotta c’e liquido avente pressione pari a
Pe in corrispondenza del punto A (che si trova a distanza A dal pelo libero
del liquido nella bacinella, Fig. [67)). Dall’equazione di Laplace si ottiene

5 or 207 cos B
Te r '

Pe =

Si noti che se il liquido bagna la superficie (8 < 90°), p. < 0 per cui il
liquido nel tubo si trova in depressione. Infatti, tutto il liquido nel tubo si
trova al di sopra del piano dei carichi idrostatici, individuato dal pelo libero
del liquido nella bacinella. Per la legge di Stevino

Pe = ’YhAa

dove h 4 affondamento del punto A rispetto al piano dei carichi idrostatici del
liquido. Trovandosi il punto A al di sopra del piano dei carichi idrostatici,
il suo affondamento ¢ negativo (cosi come la pressione); in particolare hy =

—A, per cui

A= _QJTCOSB

r
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da cui si ricava la risalita capillare

_ 207cosf
= 77”)’ .

A

Nota:

e Se $<90° = cosf >0 = A > 0 risalita; inoltre hy < 0 e
pe < 0 liquido in depressione.

e Se 3>90° = cosB<0 = A <0 discesa; inoltre hy > 0 e
pe > 0 liquido in pressione

Esercizio

Determinare il diametro che deve avere un tubo in vetro per avere una risa-
lita capillare di 1 mm, quando viene immerso in acqua a 20°C.
v =9.789 kN/m?, B2 0°, op = 0.0728 N/m.

Soluzione:
2 A = 2nror cos f =

2
d=2r =297 _ 997 cm.
Ay
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